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1456789: 5;9 <= ><:6?958 @AB5;A5 C
2456789: 5;9 <= DEFAGB798FC

3456789: 5;9 <= @?8H58FC
4456789: 5;9 <= I7JB<K<HFC
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]^_`abc` d e7;F :5JBA7K B: 7H5 7;7KFEBE 68<XK5: E 9G79 B;N<KN5 :?K9Bf
: <J7K B: 7H5 K5;J 9G5: E5KN5E 9< E<K?9B<;E 9G79 B;N<KN5 AK7EE 6<E958B<8 J5;f
EB9F =?;A9B<; B: 7H5E \ gGBE 67658 685E5;9E 7 : 59G<J =<8 K78H5 J5=<8: 79B<;
5h5:6K78 AK7EE 6<E958B<8 J5;EB9F 95:6K795 5E9B: 79B<; \ gGBE : 59G<J H5;f
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l5 H5;58795 BE 9G5 AK7EE 6<E958B<8 9G79 85m?B85E 9G5 K57E9 7:<?;9 <= J5=<8f
: 79B<; 5;58HF 9< X5 987;E=<8: 5J B;9< 5N58F AK7EE 6<E958B<8 J5;EB9F n57AG
AG787A958BWB;H 7 :?K9Bf: <J7K B: 7H5 E59o \ gGBE : 59G<J BE A<:6?979B<;7KKF
687A9BA7K p A<:6?979B<; 9B: 5E H8<l E KB;578KF l B9G 9G5 ;?:X58 <= B: 7H5
E59E \ g5:6K795 5E9B: 79B<; 85E? K9E 785 685E5;95J =<8 7 E59 <= qN5 r4 AK7EE
6<E958B<8 B: 7H5E 85685E5;9B;H E98?A9?85E <= 9G5 G?: 7; X87B; \
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~,/�)�~  &%/ )~ %-� *��*

{Īi}
N
i=1

# � � �%�1 �/%** cj

��
��*� �*�)~ %�� �1� �/%** � *���) � &�!*)�)�*

pi
j(x) = p(cj(x)|Īi)

� � �%�1 )~ %-�
*��

i
�1���

cj(x)
)* �1� �/%** %** �)%��& � )�1 �1� ( ��/ %� � *)�) !

x ∈ Ω ⊂
R

3 � �-%)! # �1 )* ~��1 & )* )!&���!&�!�  � �1� �1 )��  � �1� !,~0��  � )~ %-�*
� ~��)*)!- �%�1 )~ %-� *�� � �1�*� �/%** � *���) � &�!*)�)�* %�� �� &,��& ,*)!-�1� ������%�) ! ~ %�)~ )"%�) ! ~ ��1 & &�*��)0 �& )! ��� #��� � � // � )!- ��� #��� # � ��%�1 �/%** cj

�1� %** �)%��& &%�% /)��/)1  & # p(Īi(x)|cj(x), µj , Σj)
# )* ~  &�/�& %*

% ! �~%/ &)*��)0,�) ! � )�1 ~ �%! # µj
# %!& � (%�)%!�� # Σj

� �1� �/%** � *���) �*
%�� � ~�,��& ,*)!- % !�� %�/%* &�(�/ � �& %� �É} Ê* &��%��~�!�  � �*��1)%���
� � �� ��%�  /& �1)/&��! � �1)* %�/%* )* 0%*�&  ! � ,����! *,0� ���* ,*)!- �1�
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p̂
�1%� )* �1�

0�*� �����*�!�%�)(� � � % � �,/%�) !  �
N

�/%** � *���) �* # {pi}N
i=1

# �����*�!�)!-�1�
N

)!&)()&,%/ )~ %-� *��*
{Īi}

N
i=1

� �1� ��~�/%�� p̂
)* ! � % ~ �~0��  � �1�

{pi}
� � �1)* �!& # �� � !*)&�� �1� �� 0 /�~  � � !*��,��)!- % ~%��)!- 0�����!

p̂
%!& �%�1 �/%** � *���) � )! �1� *��

{pi}
� �1%� )* # �� �*�)~ %�� �1� ~ %��)!-*

hi : Ω → Ωi

�1���
Ω ⊂ R

3 %!&
Ωi ⊂ R

3 %�� �1� �  �&)!%�� *�*��~ *  � �1� �/%**� *���) �*
p̂
%!&

pi
��*����)(�/�� �-%)! # Ω )* )!&���!&�!�  � %!�  � �1� � �,/%�) !�/%** � *���) � �  �&)!%�� *�*��~ * � �1)* ��%~ �� �� )* &��)���& )! �)-,�� ��

� // � )!- �1� ��~�/%�� � !*��,��
Ñ Ò Ó Ô Õ

Ñ Ö Ó Ô ×

Ñ Ø Ó Ô Ù

Ñ Ú Ó Ô Û
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ß Ú

ß Ò
ß Ö
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á ã
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á å
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á
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*��� �1� �����*�!�%�)(� ��~�/%�� �/%**� *���) �

p̂
�1%� ���,)��* �1� ~ )! )~,~%~ ,!�  � �!��-� � &�� �~ )!� �(�

��� � �,/%�) ! �/%** � *���) � pi
� �  ��

����)*�/�# -)(�! % ��%!*� �~%�) ! -� ,�
S

�)�1 %** �)%��& ~ ���)�
D : S2 → R

#%/ !- � )�1 % �� 0%0)/)�� &�!*)�� &)*�
*)~ )/%�)�� ~ �%*,�� E(p, q) # �� � )*1 � 
�!& �1� �/%** � *���) � &�!*)��

p̂
*,�1�1%�

{ĥi, p̂} = argmin
hi∈S,p

N
∑

i=1

E(pi◦hi, p)+D(e, hi)
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e
)* �1� )&�!�)�� ��%!*� �~%�) ! �
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%* &�*��)0 �& )! �� � � ¹� %��/� �1� �1� ��  � /%�-� &�� �~ %�) ! &)�� ~ ��
�1)*~ * ��¡� � -�!��%�� &�� �~ %�) !*

h
�1%� %�� * /,�) !* � �1� �%-�%!-)%!

é'.* d
dt

h(x, t) = v(h(x, t), t)
�

¹� )!&,�� % ~ ���)�  ! �1� *�%��  � &)�� ~ ��1)*~ * 0� ,*)!- % 2 0 /�(! �~ �% ! �~ �1%� )!( /(�* &��)(%�)(�*  � % �,!��) ! � ()% % �%��)%/ &)����!�)%/ � ��%� �
L

 ! �1� (�/ �)�� ��/&* v
� ���

h
0� % &)�� ~ ��1)*~ )* � �)� � �1�

)&�!�)�� ��%!*� �~ %�) !
e
� ¹� &��!� �1� &)*�%!��

D(e, h)
%*

D(e, h) = min
v

∫ 1

0

∫

Ω

||Lv(x, t)||2dxdt

*,0� ��� � 

h(x) = x +

∫ 1

0

v(h(x, t), t)dt.

�1� &)*�%!�� 0 �����! %!� �� &)�� ~ ��1)*~ * )* &��!�& 0�

D(h1, h2) = D(e, h−1
1 , h2).�1� � !*��,��) !  �

h
%!&

h−1 # %* ��// %* �1� �� ����)�*  �
D # %�� &�*��)0 �& )!

�� � �
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�%()!- &��!�& % ~ ���)�  ! �1� *�%��  � &)�� ~ ��1)*~ * # �1� ~ )!)~,~ �!��-�
��~�/%�� �*�)~ %�) ! �� 0/�~ &�*��)0 �& )! .�,%�) ! � )* � �~,/%��& %*

{ĥi, p̂} = argmin
hi,p

N
∑

i=1

E(pi ◦ hi, p) +

∫ 1

0

∫

Ω

||Lvi(x, t)||2dxtd

*,0� ��� � 

hi(x) =

∫ 1

0

vi(hi(x, t), t)dt.

�* % ~�%*,��  � &)**)~ )/%�)�� 0 �����! �� �� 0%0)/)�� &�!*)�� �,!��) !* p(x)%!&
q(x) # �� ,*� �1� �,//0%�����)0/�� &)(��-�!�� ���/%�)(� �!�� ��� #

DKL(p(x), q(x)) =

C
∑

j=1

pj(x) log
pj(x)

qj(x)
,

�1���
C

)* �1� !,~0��  � %!%� ~ )�%/ *��,��,�� �/%**�* � �� ~ %! )!� �~ %�) !
�1� ���)� ()��� )!� ��¢� # �1)* &)**)~ )/%�)�� �%! 0� )!��������& %* �1� )!�½ �)�!��
 � %**,~ )!- �1%� %!  0*��(%�) !

q(x)
)* ��,� �1�!

p(x)
)* ��,� � �1%� )* # ��

�%! ,*� �,//0%�����)0/�� &)(��-�!�� � ~ �%*,�� 1 � ~,�1 �1� &�� �~�& �/%**� *���) �* # {pi(hi(x))}N
i=1

# &�()%�� �� ~ �1� %�/%* p(x)
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